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Resumen Cuando se utilizan modelos de diferentes 6rdenes para el
modelado de datos, normalmente, es el modelo mas complejo quien ajus-
tard mejor pues presenta mayor flexibilidad. No obstante, en ocasiones
los datos pueden ser descriptos de igual manera por modelos de distinto
orden. En este caso decimos que la complejidad de los datos (de acuerdo
a los modelos de referencia) esta dada por el modelo més sencillo que lo
describe. En este trabajo se presenta un método para determinar esta
complejidad localmente en una imagen (de texturas) de manera sencil-
la dentro de un esquema de modelos encajados. Si bien la estructura
de los modelos utilizados es simple, permitiendo su clara y facil imple-
mentacion, el método es lo suficientemente flexible y general para ser
utilizado con estructuras y modelos muy complejos.
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1. Introduccion

En la gran mayoria, por no decir practicamente todos los algoritmos y méto-
dos que involucran imégenes esta presente en forma explicita o no, la complejidad
de los datos que el tipo de imagenes transporta. Esto es la Informacion. Si se
pretende comprimir una imagen su complejidad es quien determinaré cudl es la
tasa de compresion méaxima que se obtendra sin pérdida o cuanta informacion
se perdera (en algunos casos para siempre) segin la compresion pretendida.

En algunos casos la informacién que transporta una imagen es deterministi-
ca: por ejemplo en una tipica foto; y en otros la informacién esta dada por la
estadistica de los datos: una imagen del movimiento de gente en una calle con-
currida o un cine, o una imagen satelital de un cielo nublado. En este trabajo,
es esta informacion estadistica la que permite determinar qué regiones (de aqui
el término local) contienen mas informacion respecto del modelo seleccionado.
Esto permitiria por ejemplo determinar qué regién es la que contiene mayor in-
formacion para ser procesada, enviada y/o almacenada.
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Uno de los problemas centrales en el analisis de la informacion es la eleccion
del orden de un modelo que se ajuste a los datos observados. En el contexto de
un enfoque paramétrico, esto se relaciona al nimero de parametros del modelo.
Supongamos que los datos corresponden a una imagen, la cual se quiere clasi-
ficar entre diversas clases, cada una de las cuales esta descripta por un modelo
paramétrico de diferente orden. En general, el modelo de mayor orden se ajus-
tard mejor a los datos con un menor error, independientemente de la clase a la
que pertenecen.

Consideremos el siguiente ejemplo en una dimensién. Queremos decidir si un
conjunto de datos con ruido fue generado por un polinomio de primer orden o
un polinomio de segundo orden. Ajustamos, mediante una simple regresion, los
dos parametros del primer modelo (una recta) y los tres pardmetros del segundo
(una parabola), y decidimos por aquel que da un menor error cuadrético. Se
puede ver que esta regla de decision siempre elegird el modelo cuadratico (el
modelo de mayor orden) ya que en el peor de los casos ajusta con igual error
que la recta. El resultado seria un error de clasificacion sistematico.

El problema mencionado se relaciona al concepto de minimizar la complejidad del
modelo [1], esto es, encontrar el modelo mas simple que describa correctamente
las observaciones. Uno de los enfoques existentes es el principio Minimum De-
scription Length (MDL) [1], el cual considera los modelos como codigos capaces
de comprimir la informacién y propone penalizar la longitud de cada codigo,
dando lugar a una estrategia de seleccion del modelo. Otro de los enfoques es el
Criterio de Informaciéon de Akaike, el cual, a pesar de ser ampliamente utilizado,
resulta inconsistente [2].

En este contexto se propone un clasificador Bayesiano 6ptimo que tiene en cuen-
ta la complejidad de los modelos involucrados, en la formulacion de la regla
de decisién entre un conjunto de clases. Las ideas presentadas en este trabajo
extienden los resultados de [3] y [2], al caso de distribuciones de Gibbs para
variables aleatorias no independientes, y en particular, el anélisis de un modelo
de campo aleatorio de Markov Gaussiano [4]. En nuestro enfoque puramente
Bayesiano, la matriz de informacion de Fisher [5] juega un papel fundamental.
Vale mencionar que de hecho existe una relacién estrecha entre el principio MDL
y la inferencia Bayesiana [6].

Se utiliza aqui la regla de decisién 6ptima, obtenida en el trabajo previo
[7], que incorpora un término de penalizacion para el numero de parametros
usados para describir un conjunto de datos. Este se obtiene directamente del
clasificador Bayesiano clasico y aparece naturalmente al comparar modelos de
clase de diferente tamafio. A diferencia de [7], se utiliza aqui un esquema de
conjuntos encajados, lo que permite utilizar la invarianza del modelo respecto
de la escala y obtener asi a distintos niveles la complejidad estadistica local mas
conveniente para modelar los datos.
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2. Complejidad Bayesiana

Sean w1,ws, ...,w. un conjunto de ¢ clases. Sea X = {z,}p.1., una imagen
de n pixels. La regla de deciéon Bayesiana, para probabilidades a priori de clase
iguales, es [8]:

X € wp si p(X|wg)>pX|w) VI#k. (1)

Ahora asumamos que para cada clase wy tenemos un modelo definido por un
vector de parametros a'®) = {agk), ozék), ...agz)} de dimension dy. Luego, dentro

de la teorfa Bayesiana podemos escribir la verosimilitud

(X | wp) = / p(X | &™), w)p@® | wi)da®. (2)
a(k)

Sea a™ el estimado de méxima verosimilitud (ML) de a® para la clase wy
usando n puntos. A continuacién desarrollamos la log-verosimilitud

Ly =logp(X | a(k),wk) =logp(X | a(k)) (3)

.. . ~(k
en una expansion en serie de Taylor alrededor de al®,

logp(X | a®) = logp(X | a™)

1 ~ ~ ~
—5® —a")THEM) @M ~a) + - 4

donde H(a™™W) = {H;;} es el negativo del Hessiano de dimension dj x dji con
respecto a a¥),

2

9 K
= P logp(X | &®)lz00. (5)

El término de primer orden desaparece ya que el gradiente de Lj evaluado
en el estimador ML es nulo por definicién. Los términos de orden superior son
descartados para un tamano de imagen n suficientemente grande, y en conse-
cuencia, p(X | a(k)) resulta asintéticamente Gaussiano, siempre que el modelo
esté correctamente especificado y H(-) sea asintoticamente positiva definida [2].
Luego,

p(X [ @®) ~p(X | &")e e -at) e -t (6)
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Por otro lado, ya que con n — oo el estimador ML converge al vector de

parametros verdadero (ver [3]), la verosimilitud se concentra alrededor de a™y

p(X |a®)) ~
p(X | a®)(2m)%/2 det {HY " 25(a® —a™), (7)

donde ¢ es la delta de Dirac. Reemplazando en (2) e integrando,

~ d 1 H
Ly ~logp(X | a(k)) - % logn/2m — 5 log det P (8)

donde hemos usado la identidad det H = det {22} = ndr det {2} y logp(@™ | wy)
se desprecia con respecto a los demés términos para n — oo.

Se observa que ademas de la funcién de log-verosimilitud, aparecen términos
adicionales que penalizan la dimensién dj del modelo, en este caso, el nimero
de pardmetros.

2.1. Caso particular: distribuciones de Gibbs

Ahora consideramos el caso correspondiente a las distribuciones de Gibbs o,
en forma equivalente, a los Campos Aleatorios de Markov (MRF) [9,4], donde
p(X;a) = exp Q(X;a)/Z (). Primero suponemos que Q(-) es una funcion lineal
de los parametros y esto implica que #;aj@( -) = 0. Esta restriccion al modelo
se cumple en la mayoria de las situaciones de interés practico. Por ejemplo, el
MRF Gaussiano, los auto-modelos [9] y, en general, modelos de Gibbs definidos
por funciones potenciales de la forma V(:;«) = af(-). Omitiendo el indice de
clase k por simplicidad, tenemos

2 2

Hjj = ————1logp(X |a)|g = ———
80@80@‘ ng( |a)| 80@80@

log Z(a)la- (9)
Se puede observar que H se aproxima a la matriz de informaciéon de Fisher
[5], cuyo elemento ijy, es —E[%;aj logp(X | )] reat? dado que & — a™*. No
es casualidad que esta cantidad tan relacionada con la teoria de la informacién
y la entropia relativa aparezca naturalmente en el clasificador Bayesiano prop-
uesto como un término de complejidad, haciendo evidente la conexién con otros
enfoques como el principio MDL [1]. Finalmente se puede mostrar que,

0 0
iy = B | - QXia) 5 Q(Xial)| -

E[ 8,Q(X;a>] E [icxx;a)}

8aj (10)

(o3
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A continuacion aplicamos este resultado con el objeto de obtener la log-
verosimilitud (8), para un modelo de campo aleatorio de Markov Gaussiano.
Consideremos entonces un modelo de Gibbs Gaussiano definido por:

QXia) = az, —bal+ Y hygrp, (11)
p {r,q}

donde los pares {p, ¢} son puntos vecinos de la imagen. Aqui vamos a considerar
vecindades de 8 puntos y vamos a considerar un MRF estacionario con cua-
tro direcciones de interaccion. Luego, hp g € {hvert; Rhoriz, Rdiag, Ranti—diag} ¥
tenemos d = 6 parametros.

Al evaluar logdet {%} observamos su comportamiento asintético con n —
0o. Los elementos de la matriz H pueden computarse usando la ecuacion (10).
En general, cada elemento resulta de orden O(n), por ejemplo H,, = nzq O1q
, Hap = 2np Zq O1g, Hahypyrio = Nl Z{p’q} O1p + 014, €tC. apq es el coeficiente de
correlacion entre z, y x4, p = Elxp] Vb, y {p, ¢} son pares de vecinos horizontales
en este caso. Cada suma recorre los coeficientes de correlacion, lo cual converge
a una constante independiente de n, dado que para una distribucién de Gibbs
Gaussiana la correlacion entre dos puntos de la imagen decae exponencialmente
con la distancia entre ambos. Luego log det {%} es de orden O(1) haciéndose de-
spreciable comparado con (d/2) logn/27. En futuras investigaciones se hara un
analisis exhaustivo del error cometido en esta aproximacion. De hecho, en [2] se
remarca que no siempre es posible despreciar el término en cuestiéon. Finalmente
de (8) obtenemos:

Ly =~ logp(X | ag) — (di/2) logn/2x. (12)

Con la ecuacion (12) podemos computar Ly para el caso de una distribucion
de Gibbs Gaussiana. Incluso la misma aproximaciéon es valida para distintos
tamanos de vecindad, mientras esta sea pequena comparada con el tamano de la
imagen. Se puede observar también que para modelos con el mismo ntmero de
parametros, el término (dj/2)logn/2m no tiene ningun efecto, y el clasificador
propuesto resulta en el clasico test de verosimilitud [8]. De aqui en méas llamamos
a este término, término de complejidad.

3. Determinacion de la complejidad-local en texturas
Gaussianas

El término de complejidad penaliza el niimero de parametros utilizados para
describir el conjunto de datos. Supongamos entonces que tenemos una ventana
W con n puntos y la particionamos en Ny sub-imégenes disjuntas {Agk) Yo ,Agf, )
e AS\];Z} segin alguna de las configuraciones k del conjunto de configuraciones
elegido. Cada sub-imagen A;’i) contiene ng,]?) puntos (con n = ) . ng,]i)) y es

modelada con una distribucién de Gibbs Gaussiana con d pardmetros ag?).
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El objetivo es definir un clasificador Bayesiano que pueda determinar cual es
la configuracion de ventanas més probable.
Para computar la log-verosimilitud para cada clase, cada sub-imagen dentro de
una configuracion es considerada independiente de las otras y en consecuencia
podemos escribir

Ny,
Li =Y {logp(A®) | &) — (d/2)logn¥) j2r} (13)
m=1

Adn cuando cada modelo Gaussiano ajustado a cada sub-imagen es del mis-
mo orden d, el nimero diferente de particiones Ny y su diferente tamano nﬁ,’f)
es lo que difiere entre clases y lo que hace al término de complejidad cumplir
un papel importante. Cada configuracion queda descripta por un conjunto de
Nid parametros, los cuales son estimados con un nimero diferente de puntos.
En definitiva, la regla de decision tiene en cuenta la complejidad de la configu-
racién para una ventana, lo cual esta directamente relacionado a la forma de la
particién. Con este esquema, el clasificador es capaz de decidir si dentro de un
ventana aparecen una o varias texturas.

Figura 1. Esquema de los modelos utilizados para determinar la complejidad de la
imagen. Hacia la derecha mayor complejidad (1,4 y 7).

Como las sub-imagenes son tomadas independientes, el procesos puede apli-
carse del mismo modo a cada sub-imagen. De este modo el proceso puede apli-
carse recursivamente mientras la cantidad de puntos sea suficiente. Se construye
asi un conjunto se configuraciones (modelos) que se encuentran encajados (ver
esquema en Fig. 1). Desde el punto de vista de la implementacion resulta de
interés que cada la decisién se hace sobre cada sub-imagen por lo que no es
necesario estimar la complejidad de cada modelo y tomar la decisién sobre todas
las configuraciones posibles.

Asi, dado un modelo estadistico (en este caso un MRF) y un ntmero de parti-
ciones K (4 en Fig. 1), la complejidad de cada sub-imagen puede tomarse como:
1 si mediante (13) se determina que toda la sub-imagen puede modelarse con
una sola clase (d parametros), o K si es mejor particionarla (d x K parametros).
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En este altimo caso, cada una de las K sub-imégenes pasa por el mismo proceso
resultando un método recursivo.

Figura 2. En la textura se introduce una mancha pequeia.

3.1. Aplicacion a texturas Gaussianas

Utilizando el modelo MRF Gaussiano completo desarrollado en 2.1 con d = 6
y utilizando la aproximacion aplicada en la ecuacion (13). Los parametros son
estimados con un estimador de pseudo-méxima-verosimilitud [9] dado que el esti-
mador ML clasico no es aplicable debido a la compleja forma de la funcién de par-

ticion Z(a) = [, expQ(AY);alh))dall) . Para calcular log p(Al) | &) =

Q(Agf);agf)) —log Z(Z\?gf)) el valor de log Z(Z\?gf)) puede aproximarse por simu-
lacién numeérica [10] o bien por integracion de la expansion en serie de exp Q(Agf) ; aﬁ,’j)).
Aqui utilizamos este ultimo método. En la figura 4 se muestra el resultado de la

aplicacién de este método.

4. Conclusiones

En el trabajo se muestra una aplicaciéon donde la complejidad de los datos
(imégenes de texturas) respecto de una estructura de modelos estadisticos es uti-
lizada para construir un mapa de complejidad de la imagen. Para esto se utiliza
una penalizaciéon sobre la dimension del modelo no impuesta artificialmente. A
partir de esta base se utiliza un conjunto de modelos encajados que permite una
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Figura 3. Cuando la mancha es mas grande pero la estadistica es igual la complejidad
se concentra en los bordes.

Figura 4. Imagen de mayor complejidad estadistica usando el método de 3.1
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implementacion sencilla y reduce el costo computacional: puesto que la decision
sobre el modelo se realiza en cada etapa(escala).

Por otro lado, como puede observarse en la comparacion entre las figuras 2, 3
y 4la complejidad se concentra donde la estadistica varia con lo cual se podria
asociar esta complejidad a la deteccion de una zona de borde estadistico entre
las distintas texturas. Esto asumiendo por su puesto, que el modelo es capaz de
modelar los datos y que no nos encontramos en un caso de sub-modelado.
Teniendo en cuenta los resultados obtenidos favorables a partir de un modelo
estadistico y modelo de particion muy sencillos (aplicados a datos estadistica-
mente sencillos también) parece evidente su extension a modelos més complejos
y por tanto de mayor aplicacion.
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