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Resumen En el marco del filtrado Bayesiano, se presenta un modelo en
el cual el proceso de mediciéon y el estado siguiente son condicionalmente
dependientes, dado el conjunto de observaciones pasadas y el estado ac-
tual. Ademas se busca la distribuciéon de prediccion para este modelo, y
la distribucion de filtrado se halla con una simple actualizacion a partir
de la de predicciéon. La distribuciéon requerida se aproxima utilizando el
muestreo secuencial de importancia, y la distribuciéon queda representa-
da por un conjunto de muestras aleatorias, que son obtenidas a partir
de una funcién de importancia, y se le asigna a las mismas un peso de
acuerdo a su relevancia.
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1. Introduccion

El filtrado Bayesiano consiste en calcular la funcién de densidad de probabili-
dad (FDP) a posteriori del estado de un sistema a partir de toda la informacion
disponible, incluido el conjunto de mediciones. En varias aplicaciones en proce-
samiento de senal y teoria de control se desea estimar de manera recursiva esta
distribucién. Salvo en casos especiales, como el caso de los modelos de espacio
de estados lineales Gaussianos donde es posible aplicar el filtro de Kalman [1]
[2], es imposible evaluar analiticamente estas distribuciones.

Para los sistemas que son no lineales y /o no Gaussianos, una solucion alterna-
tiva son los ya conocidos filtros de particulas. Los mismos fueron introducidos por
Gordon et al [3], y la idea basica es producir una muestra de variables aleatorias
independientes, llamadas particulas, distribuidas aproximadamente de acuerdo
a la FDP a posteriori del estado. El sistema es modelado como una cadena dis-
creta de Markov oculta, que consiste en una ecuacion de estados que describe
la evolucién del estado en el tiempo, y una ecuacién de medicién que conecta
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la observacion con el estado. En el enfoque cldsico se considera que el proceso
de medicién y el estado siguiente son condicionalmente independientes dado el
estado actual. En [1] Anderson y Moore proponen un modelo lineal Gaussiano
donde el ruido del proceso de estados y el de medicién estan correlacionados.

Por otro lado, en los trabajos realizados por Arnaud, Memin y Cernuschi-
Frias [4], y por Arnaud, y Mémin [5] se propone un seguidor puntual en secuencia
de imagenes basado en el filtrado de particulas donde todo el modelo, tanto la
ecuacion del proceso como la de mediciéon se obtienen a partir de la secuen-
cia de imégenes. Por lo tanto, en este contexto, no seria sorprendente que las
perturbaciones de las mediciones y del proceso estén correlacionadas.

Alentado por estos trabajos mencionados, se propone estimar la FDP a poste-
riori del estado del sistema predicho para el caso especial donde la medicién del
proceso y el estado siguiente sean condicionalmente dependientes dado el estado
actual y todas las mediciones pasadas. Ademas, se desea estimar la FDP de fil-
trado a partir de la FDP de prediccion hallada. Se propone también una solucion
para un sistema en el cual tanto las ecuaciones de estados como la de medicion
son no lineales con ruidos aditivos Gaussianos correlacionados. Este modelo ha
sido introducido en [6], en donde se ha realizado el analisis para un modelo lineal
Gaussiano. Se busca en este caso, aplicar el filtro a un modelo genérico, donde
tanto la ecuacion de estados, como la de medicion sean no lineales.

2. Predicciéon y filtrado Bayesiano para modelos ocultos
de Markov con proceso de estados y de mediciéon
correlacionados

La senal {zy; k € N}, 2, € R es un proceso oculto de Markov con dis-
tribucion inicial p (zg). Las observaciones {zy; k € N}, 2z, € R"* y el estado
siguiente x4 son condicionalmente dependientes dado el proceso zj y el con-
junto de mediciones pasadas zg.p—1. Se tiene entonces una ecuaciéon global que
conecta la ecuacion de transicion de los estados con la ecuacion de medicién,
P (Tk+1, 26| Tk, 20:k—1)- Resumiendo, el modelo oculto de Markov con dependen-
cia condicional (MOMDC) queda descripto por:

p(fEO), (1)
D (Tht1, 26| Tk, 20:k—1) k> 0. (2)

Se denota z, N 2L, 2 {20, ..., 21} la sefial y las observaciones
hasta el tiempo k respectivamente.

Cabe destacar que si se tiene independencia condicional entre xy11 y 2k, ade-
mas de independencia del conjunto de mediciones pasadas zp.x—1 en la ecuacion
(2), la ley de evolucion del sistema es igual a:

D (Thg1, 2k |Th, 20:k—1) = P (Trg1|2r) p (21|T8) - (3)

La solucion del filtrado bayesiano para este sistema, ecuacion (3), esta dada por
el filtro de particulas clésico [7].
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El objetivo es estimar recursivamente, para un sistema con una ley de evolu-
cion de la forma de la ecuacion (2), las distribuciones de prediccion p (zo.x|20:x—1)
y de filtrado p (xo.x|20.x); y las esperanzas de prediccion y de filtrado:

Iy (fr) = /fk (Zo:k) P (To:k|20:k—1) dTok- (4)
Iy (fi) = /fk (Zo:k) p (To:k|20:6) dTo:ks (5)

para alguna funcion de interés fi : RFTD>"= _ R integrable respecto a la FDP
de prediccion p (zo.x|20:5—1), e intregrable respecto a la de filtrado p (xo.x|20:k)-

Primero, se busca la distribucion de prediccion p (zo.x|20.5-1), y & partir de
la misma, la de filtrado. Se tiene para la distribucién de prediccion la siguiente
recursividad:

P (Thy Zk—1|Th—1, Z0:k—2)
p(Zk—1|Zo;k—2)

(6)

p ($0:k|zo;k71) =D (IO:k71|ZO:k72)

La distribucioén de filtrado se puede hallar integrando la distribucion de pre-
diceion p (o:.x+120:1x) respecto al estado predicho x41:

P (zk|To:k, 20:k—1)
(7)
p (Zk |ZO:k71)

P (To:k|20:k) = P (®0:k]20:k—1)

Aligual que en el enfoque clasico del filtro de particulas, ver [7], las ecuaciones
recursivas para la distribucion de prediccion (6) y la de filtrado (7) son solamente
teodricas debido a que generalmente no siempre es posible calcular la constante de
normalizacion p (zx—1]20.k—2) y las marginales de p (zo.x|z0.k—1) ¥ P (To:k|20:k)-
Una solucién al problema es realizar una aproximacion recursiva de estas FDP.

3. Muestreo Secuencial de Importancia

El muestreo secuencial por importancia (Sequential Importance Sampling,
SIS) es un método de Monte Carlo (MC) que constituye la base para la ma-
yoria de los filtros MC [8]. Se supone que se posee una muestra aleatoria pesa-
da {xétk,wi}i]\il que caracteriza a la FDP de prediccion p (zo.x|z0.x—1), donde
{:1:6: pi=1...,N } son las IV muestras aleatorias independientes idénticamente
distribuidas (i.i.d.), llamadas “particulas”, con sus respectivos pesos asociados
{wi;i=1,...,N}. Los pesos son normalizados de manera que Efvzl wi = 1.
Entonces, se puede aproximar la FDP de prediccién como:

N
P (To:k|20:6—1) ~ 25 (zok — Tp) Wh- (8)
=1

Se tiene entonces una aproximacion discreta pesada de la FDP verdadera
P (20:1|20:k—1). Los pesos son obtenidos utilizando el principio del muestreo por
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importancia [9] [8]. Este principio consiste en lo siguiente. Se tiene una densidad
de probabilidad llamada funcion de importancia 7 (zo.k|20.k—1) que es similar
a la FDP buscada, pero de la cual se pueden obtener muestras de manera mas
sencilla, de modo tal que una ponderaciéon apropiada de dicho conjunto de mues-
tras hace posible la estimacion MC. Si es posible obtener N muestras aleatorias
i.i.d. {xé;k}jvzl de acuerdo a 7(zo.x|20:k—1). Por lo tanto, una posible estimacion
de I, (fx) puede calcularse como [10]:

N

V() = f () i (9)

i=1

donde w}, o¢ p(x}.1|20:6—1) /7 (2}, 1| 20:—1) son los pesos de importancia de predic-
cton normalizados. Y la distribucién de prediccion se aproxima de acuerdo a la
ecuacion (8) [9].

En el caso secuencial, en cada iteraciéon se desea estimar la FDP de prediccion
P (Zo:k+1|20:x) & partir de la aproximacion obtenida en el instante de tiempo an-
terior p (zo.x|20:k—1). Esto puede lograrse utilizando una funcién de importancia
secuencial [6]:

T (To:k+1]20:6) = T (Tkt1|20:k; To:k) T (T0:k]20:6—1) - (10)

Esta funcion de importancia permite la evaluacion recursiva de los pesos de
importancia de prediccion:

p($k+1,2k|117k,20:k71) (11)
T (ZTt1|To:k, 20:k)

WEg+1 = Wk

Ahora, si se reemplaza la distribucion de prediccion (8) en (7) es posible
calcular la distribucién de filtrado multiplicando los pesos de importancia de
prediccion wy por p (zk|To.k, 20:k—1) (no hay que preocuparse de p (zk|2z0.k—1)
dado que es un factor de normalizacion). Por lo tanto, es posible obtener una
estimacion de Iy (fx):

— N , , , al
I;v(fk) = ka (Iz):k) o‘}w OA}C = Nikja (12)
i=1 Ej:l O

donde o oc wip (2k|To:k, 20:k—1) son denominados pesos de importancia de fil-
trado.

Por lo tanto, se presenta en el algoritmo 1 el filtrado y la prediccion MC de
la distribucién a posteriori.

Al utilizar una funcién de importancia de la forma de la ecuacion (10), se
ha probado que la varianza de los pesos de importancia s6lo puede crecer en el
tiempo [11]. Como consecuencia, en la practica el nimero de particulas decrece
dramaticamente con el tiempo. Esto se conoce como fendmeno de la degenracion
de la muestra. Una medida apropiada de la degeneracién del algoritmo es el
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Algoritmo 1 Muestreo Secuencial por importancia para MOMDC
para k > 1:

. i i i A (i i
= parai=1,..., N obtener x; ~ 7 (xk|:c01k,1,20;k,1) YV o = ( O:k,l,xk).

= parat=1,..., N, evaluar los pesos de importancia:

w® =i P (x}.wzkflm/iflvzo:kfz)
= Wk—1 : _
k T (:C}C|Zo;k,17m6:k71)

, Qp = WP (Zk|$k7 Zo:kﬂ) .

= parai=1,..., N, normalizar los pesos de importancia:
i i
wz _ Wi az _ a
S S D S
=1k j=1 %
fin para

“tamano efectivo de la muestra” [11], que puede estimarse de la siguiente manera

[9]:

N -1

Nep = 3 wi)*] . (13)

i=1

donde w! son los pesos normalizados. N, puede verse como una estimacion del
niumero de particulas “atiles”, entendiéndose como ttil aquella particula que con-
tribuye significativamente al célculo de los estimados. Un valor pequefio de N
indica una degeneracion severa. Para limitar esta degeneracion se han propuesto
dos métodos.

La primer solucién consiste en introducir una etapa de remuestreo. Esta eta-
pa fue introducida por primera vez por Gordon et al. [3], y la idea basica consiste
en remover las particulas con valores de menor peso, para concentrarse en aque-
llas con valores mayores. Como resultado del remuestreo, a partir de la poblacién
{#},wj;i=1,...,N} seobtiene el nuevo conjunto {x}*,1/N;i=1,..., N} con
pesos uniformes. El nuevo conjunto de muestras aleatorias {x}j, i=1,...,N }
se genera remuestrando con reemplazo N veces sobre una representacion discre-
ta de p(ag|z1.6-1) = Zﬁl wio (:Ck — ZC}C), de forma tal que la probabilidad de
elegir una particula estd directamente relacionada con el valor de su peso nor-
malizado p(z}’, z]) = wj. En [12] J. D. Hol compara y analiza cuatro diferentes
alternativas. El resultado del estudio realizado es que algoritmo mas apropiado
es el remuestreo sistematico, dado en el algoritmo 2. Estas tres etapas (propaga-
cion de las particulas, actualizacion de los pesos de importancia y remuestreo)
constituyen el marco del filtro de particulas.

La segunda solucién propuesta para limitar la degeneracion del algoritmo es
la eleccion de funcion de importancia 7 (2x+1/20:k, To:x) que minimice la varianza
de los pesos de importancia w11 de modo de maximizar N, ¢ condicionada a las
trayectorias simuladas xg.; y las observaciones zg.. Esta funcion de importancia
se denomina como dptima, y Doucet et al. en [9] proponen la misma para el
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Algoritmo 2 Remuestreo
Generar N numeros ordenados de acuerdo a:

k—1 U _
up = %7 con: & ~ U[0,1).

Las particulas remuestreadas se obtienen produciendo n; copias de la particula z°,

donde: . _
n; = El ntiimero de u € (Z Wy, Z fd)f{| .

s=1 s=1

filtro de particulas clasico. Siguiendo el mismo criterio, se busca la funciéon de
importancia éptima para el filtro de particulas aplicado MOMDC.

Para hallar dicha funcién de importancia, primero se calcula la esperanza de
los pesos de importancia:

i i P\ Tr41 ZkW 20:k—1 ;
o1y hot] = [T ol )

= wip (21|}, 20k-1) - (14)

Para la varianza de los pesos se tiene:

VAR”('|$6:k7yo;k) [wlichl]
/(wi)2 P* (Thg1, 2|2, Z0—1)
k 2 (ajk+1 |I6:k7 ZO:k)

- (W2)2p2 (2k|$27 ZO:k—l) )

T (Ths1 |2, 200) dTpgr

2 i
i P (Tha1, 2k |Th, Z0:k—1 ;
= (wi)? / ( ! ; L ) dzpyr — p? (Zk|17;c,20:k71) . (15)
T (Thgr @y, Z0:k)
Si se tiene en cuenta que:
P (The1, 26l2h, 200—1) = P (Trgr [, 20:0) P (20| T, 20:0-1) (16)

entonces la varianza de los pesos puede escribirse como:

VARW('W?};kvyo;k) [wlic-i—l]

—( Z-)2 /p2 (zhy1lel, zok) o

i
- 7 (zh41]2, 20:0) P* (zrleks 206-1) dien

_p2 (Zk|$§€,2’0:k_1)} . (17)

Es facil ver que si uno elige 7 (wk“ |:Cf):k, Zo;k) =p (wk“ |:v}c, ZO:k), entonces la in-
tegral en la ecuacion (17) iguala al segundo término en la expresion, y la varianza
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de los pesos de importancia es cero. Si se utiliza la funcién de importancia 6pti-
ma, entonces la expresion para el calculo recursivo de los pesos de importancia
de prediccion es:

Wr1 = wip (2k| Tk, 20:6—1) - (18)

Es importante observar que la densidad p (zx|zk, 20.x—1) en la ecuacion (18)
utilizada para actualizar en el tiempo los pesos de importancia de prediccion
cuando se utiliza la funciéon de importancia 6ptima es la misma que se utiliza
para actualizar los pesos de importancia de filtrado oy a partir de los pesos de
predicciéon wy.

Ejemplo: Modelos no lineales con ruidos Gaussianos correlacionados
Se considera el siguiente modelo:

i1 = fr (wx) + wr, (19)

2k = B (xk) + vk, (20)

donde fi : R — R Ry : R% — R, f = [ty hy = h”*" indican
una posible dependencia de las funciones del proceso de estados y de medicion
en el conjunto de observaciones. wy y vx son dos ruidos aleatorios Gaussianos
conjuntamente distribuidos, con:

Wi Qk S’k
e { ] fuf o)} = & 2 o, 1)
donde, nuevamente se ha utilizado la notacion: Qj, = ok Sy = Skt y

20k — . . . . . .
Ry = R,”"" para indicar una posible dependencia de la matriz de covarianza
en las observaciones.
La ley de evolucién del sistema puede ser escrita en forma probabilistica
como:

P (Trt1, 2k|Tk, 20:k—1) = N (Mg, Xy), (22)
AN
P ke | L () | PTLSE Ry

La funcion de importancia 6ptima para este modelo esta dada por:

P (Tk+1|w, 20:6) ~ N (ﬂmk, ffk) ; (23)
Py, = Py, + gkélzl(zk - Mzk)a
Ek = Qk — glezlg,z
Y la distribucién necesaria para calcular los pesos de prediccion es:

p (las z0n1) ~ N (1 B ) (24)
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4. Simulaciones

Se aplica el método desarrollado en este trabajo a un modelo no lineal clasico.
Se proponen dos casos: El primero, con independencia condicional entre el pro-
ceso de estados y la medicién actual, dado el estado actual, con el proposito de
comparar el algoritmo propuesto con el filtro de particulas clasico. En el segundo
caso, se supone que existe una correlacion entre el estado siguiente y la medicion
actual, dado el estado actual. Se realizan M = 1000 simulaciones de longitud
n = 500. Para comparar los algoritmos, se evaliia la desviacién estandar empirica
tanto para la estimacion del estado predicho 2y, = E [Tx11]20.1] como para
el filtrado &/, = E [zx|20:4], ver [9]. La etapa de remuestreo se aplica cuando

—

Neff < Nthres = N/3

Este ejemplo ha sido analizado previamente en varias publicaciones, conside-
rando que los ruidos del proceso de estados y de medicién son independientes:
[9] [8] [3]- Se tiene el siguiente modelo:

1 T
Tht1 = fu (xr) +wi;  fr (xk) = 5%k + 25TI;)2 +8cos (1,2k),  (25)
k

(z1,)°
20 ’

2k = hg (TR) + vk Iy (zg) = (26)

donde zg ~ N (0,5), wy y vk son dos ruidos aleatorios Gaussianos conjuntamente

distribuidos, con:
wy, r.or1 | _ | @k Sk
e[ fror)} = [ 8 e, )

las covarianzas del ruido del proceso y de mediciéon son Q = 10 y R = 1 respec-
tivamente. En el primer caso analizado, donde no existe correlacién entre ambos
ruidos, S = 0; y en el segundo, donde se supone que existe una dependencia
condicional, Sy = /QR/2.

Para el filtro de particulas clasico, se aplica el algoritmo SIS con funcién
de importancia obtenida por una linealizacion local, presentado en [9]. En el
caso del filtro de particulas desarrollado se aplica con la funcion de importancia
6ptima hallada. La misma es la siguiente:

p (xk+l |Ika ZO:k) - N (,[sz ) 2]@) ) (28)
fiz, = fr (x) + SkRi [2x — hie (zk)],  Zk = Qr — SkR;, 'S

Y la FDP asociada para actualizar los pesos de importancia de predicciéon re-
cursivamente, asi como también los de filtrado es:

p (zkl2r, z0:k-1) ~ N (B (z1), Ry) . (29)

Resultados
Los resultados obtenidos para la desviacion estdndar empirica hallados para
el caso donde la correlacion de los ruidos es nula, S = 0 se muestran en la tabla
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1 utilizando diferentes ntiimeros de particulas. En la tabla 2 se muestran los re-
sultados obtenidos utilizando ambos filtros con diferentes ntimeros de particulas
par el caso donde los ruidos estan correlacionados, S = VQR/2.

\/VAR(mk‘k) \/VAR(:C;C+1‘;€)
Particulas|PF clasico|PF propuesto|PF clasico| PF propuesto
1000 4.4006 4.4744 7.1520 7.2083
5000 4.3496 4.3422 7.1266 7.1250
10000 4.3403 4.3282 7.1211 7.1144
50000 4.3281 4.3125 7.1160 7.1058
Cuadro 1. Desviacién estandar empirica obtenida para la estimacion del estado pre-

dicho y filtrado con el filtro de particulas clasico y el propuesto con ruidos descorrela-
cionados.

\/VAR(mk‘k) \/VAR(:C;C+1‘;€)
Particulas|PF clasico|PF propuesto|PF clasico| PF propuesto
1000 4.4122 4.4312 7.1454 7.1144
5000 4.3473 4.1807 7.1139 6.9597
10000 4.3439 4.1540 7.1160 6.9453
50000 4.3232 4.1299 7.1068 6.9293
Cuadro 2. Desviacion estandar empirica obtenida para la estimacion del estado predi-

cho y filtrado con el filtro de particulas clasico y el propuesto con ruidos correlacionados.

En el caso en el cual no existe correlaciéon se observa que las desviaciones
obtenidas tanto para la estimacién del estado predicho como para el filtrado,
excepto en el caso en donde se utilizo 1000 particulas son muy cercanas. Se
refleja en estos resultados que la performance del algoritmo propuesto es similar
al filtro de particulas clasico para el caso en el cual no hay correlacion. Se observa
ademés que la desviacion de la estimacion del estado por el filtro de particulas
clasico es levemente menor que la del propuesto, mientras que para el caso de la
prediccion es levemente mayor. Esto se debe a que en el algoritmo propuesto se
busca estimar primero la FDP de predicciéon y luego, en base a esta, se estima la
de filtrado, mientras que en el enfoque clasico a partir de la estimacion obtenida
de la FDP de filtrado, se propagan las particulas para hallar una estimaciéon de
la de prediccion.

Para el caso en el cual se tiene correlacion entre los ruidos se observa que, ex-
cepto para el caso donde se utilizo 1000 particulas, la performance del algoritmo
propuesto es mejor que la del filtro clasico. Para el caso donde se ha utilizado
1000 particulas la varianza de los estimados obtenidos es alta, y a medida que
se aumenta el nimero de particulas la misma se reduce.
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En (fig. 1) se muestra la estimacion y la prediccion del estado junto con el
estado verdadero, y y la raiz cuadrada del error cuadratico medio (RMSE) entre
los estados estimados y predichos contra el estado verdadero en (fig. 2).
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Figural. FEstado verdadero de xi, estimado Ty y predicho Tyjx—1 en funcion de k,
obtenidos con el filtro de particulas propuesto con N = 50,000 particulas para el modelo
con ruidos correlacionados

5. Conclusiones

En base a la teoria del muestreo secuencial se desarrolld un algoritmo recursi-
vo para predecir la distribucién de predicciéon para el modelo introducido, donde
se contempla una posible dependencia condicional entre la medicién actual y el
estado siguiente, dado el estado actual y el conjunto de mediciones pasadas. Y a
partir de esta distribucién de prediccion hallada, se actualiza la misma cuando
se posee la medicion en ese instante de tiempo y se obtiene la de filtrado.

Para este modelo se presento6 la funcién de importancia optima que minimiza
la varianza de los pesos. Ademas, se calcul6 dicha funcion de importancia para
modelos en los cuales tanto la ecuacién de medicién como la de evoluciéon de
estados son posiblemente no lineales, con ruidos aditivos de distribuciéon Gaus-
siana conjunta. Estos modelos se encuentran en aplicaciones de procesamiento
de senales e imagenes, y seguimiento puntual de objetivos entre otros.

Con el fin de evaluar el método propuesto se realizaron simulaciones para
un modelo no lineal clasico. Se comprob6 que la performance del mismo cuando
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Figura2. Comparacion deL RMSE entre el estado verdadero y el estimado, y el
verdadero y el predicho, obtenidos con el filtro de particulas propuesto con N = 50,000
particulas para el modelo con ruidos correlacionados

no existe dependencia condicional es comparable con la del enfoque clasico, y
cuando los ruidos estdn conrrelacionados los estimados obtenidos por el método
propuesto presentan una varianza menor a los obtenidos por el filtrado clasico.
Los resultados obtenidos confirman las expectativas del método propuesto.
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